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DDiiee  MMeennggee  ZZ  ddeerr  ggaannzzeenn  ZZaahhlleenn  
Didaktische und methodische Anmerkungen zur Zahlbereichserweiterung 

Kurt Vogelsberger 

VVoorrbbeemmeerrkkuunnggeenn  
Die Menge Z der ganzen Zahlen (respektive der reellen Zahlen R) ist eine der „Baustellen“ des Mathematikunterrichts[1]. 
Viele Generationen von Lehrkräften haben sich daran versucht, nicht selten mit eher bescheidenen Erfolgen bezüglich der 
jederzeit sicher und anhaltend verfügbaren einschlägigen Kompetenzen der Schülerinnen und Schüler. Die Probleme gibt es 
insbesondere bei den negativen Zahlen (dem ja eigentlich Neuen) und dem Rechnen mit vorzeichenbesetzten Zahlen. 
Jüngst erzählte mir meine Tochter, Mathematiklehrerin an einer Realschule, dass die Addition und Subtraktion ganzer Zahlen 
im Schulden-Guthaben-Modell[2] hervorragend gelungen sei, jedoch beim Übergang zur Schreibung mit Vorzeichen und nach 
der Erarbeitung einschlägiger „Rechenregeln“ sei es drunter und drüber gegangen, sicher geglaubte Kompetenzen waren 
nicht mehr hinreichend gegeben. Diese Erfahrung ist gewiss kein Einzelfall, sie ist symptomatisch für dieses Lernfeld und 
ebenso für viele andere (z. B. die Bruchrechnung). 
Ich möchte im Folgenden versuchen, hierfür einige Ursachen zu beschreiben, die übrigens nicht in der mangelnden Qualifi-
kation der heutigen Schülerinnen und Schüler zu suchen sind, was oft genug behauptet wird; nebenbei kritisch bemerkt: mit 
dieser „Schuldzuweisung“ in Richtung der Lernenden sind die Lehrenden fein raus, denn sie entlassen sich aus der Verant-
wortung für die diversen Dilemmata. 

1. Eine Ursache liegt gewiss in der zu übereilten Erarbeitung der diversen Regeln, deren denklogischer Hintergrund in be-
stimmten Denkmodellen zu schnell verblasst und nicht mehr abrufbar ist. Was dann bleibt, ist eine Ansammlung von Re-
geln und Rechenregeln, überaus abstrakte Wort- oder Formelgebilde, meist auch recht ähnlich in der verbalen Fassung 
und ohne bildhaften Hintergrund im Kopf der Lernenden. Regeln jedoch können nie Ausgangspunkt des Lernens sein, sie 
sind das Ziel des Handelns, und Ziele werden allmählich und zu guter Letzt erreicht. Regeln dienen auch dazu, das Han-
deln zu erleichtern, ersparen den dauernden Blick „hinter die Kulissen“, um Probleme lösen zu können. 

2. Des Weiteren fehlt es den praktizierten „Modellen“ an Kontinuität. Sie sind nicht immer wieder präsent zu verschiedenen 
Zeiten und in verwandten Kontexten (z. B. das Zahlpfeilmodell oder das Operatormodell bei Rechenoperationen in allen 
Zahlbereichen), sondern geraten als Mittel zum Zweck (der Zweck ist eine Rechenregel), und wenn dieser erreicht ist, 
werden sie schleunigst ad acta gelegt. Mangelnde Kontinuität provoziert keinen „kumulativen Kompetenzaufbau“, son-
dern führt zu einer „Patchwork-Mathematik“, innerhalb derer die Lernenden beinahe zwangsläufig die Orientierung ver-
lieren müssen. 

3. Modelle sind „Modelle“ im wahrsten Sinne des Wortes; sie sollen gegenständlich präsent sein, so dass handelnd mit 
ihnen umgegangen werden kann, oder/und bildhafte Vorstellungen komplexer Sachverhalte im Kopf generieren oder 
schon generierte abrufen, den Lernenden damit helfen, die Komplexität zu erschließen, sich ein Bild zu machen, Vorstel-
lungen zu gewinnen. Wenn ein Modell zu diffizil gerät, dann vermag es dieses nicht zu leisten. So manches Modell 
scheint lebendig zu sein in den Köpfen der Lehrenden und der Wissenden, in den Köpfen der Lernenden jedoch ist es 
nicht hinreichend präsent und stützend. 
Und was schon gar nicht hilft, ist Vielfalt. Schaut man in diverse Lehrwerke, etwa unter „Rechnen mit ganzen Zahlen“, so 
werden eher viele Modelle vorgehalten. Nach meinem Dafürhalten hat die Vielfalt zu einem frühen Zeitpunkt eher die 
Einfalt und die relative Orientierungslosigkeit zur Folge. Weniger kann mehr sein; erst mit „bescheidenen Mitteln“ solide 
Grundkompetenzen entwickeln  und dann ergänzend und konsolidierend weitere Facetten betrachten. 

4. Zu wenig wird bedacht, dass Modelle jeweils eine eigene Sprache haben. Der Umstieg vom Modell (das ja meist der 
realen Welt der Sachdinge entnommen ist) in die ideelle und symbolhafte Welt der formalen Mathematik oder umgekehrt 
bedarf jeweils einer „Übersetzung“. Dieser Transfer kann oft nur unzureichend vollzogen werden, wenn dem Erlernen 
der jeweiligen Sprachen zu wenig Beachtung geschenkt wird. Schulden und Guthaben verrechnen, Zahlenpfeile an der 
Zahlengeraden auf verschiedene Weisen aneinanderfügen, positive und negative Zahlen addieren und subtrahieren, …, 
Entsprechungen, Gleiches und Verschiedenes in diesen Denkwelten zu identifizieren und zu artikulieren – das ist nicht 
einfach! 

5. Grundsätzlich muss die Modellierung auf- und abwärtskompatibel sein zu 
allen anderen Fachstrukturen. Zwar muss sie nur gelten für einen Teil-
bereich, aber es dürfen keine falschen Vorstellungen gestiftet werden. Aus 

Schulbüchern oder aus dem Internet lässt sich eine Vielzahl von Dingen zi-
tieren, die man so nicht stehen lassen kann. So z. B. in der nebenstehenden 
Abbildung (Internetquelle[3]), in der ausgesagt ist, der Subtrahend in 
5 − 4 = 1 habe die umgekehrte Pfeilrichtung. Oder die Definition aus einem 

Schulbuch „der Betrag ist der Abstand einer Zahl von Null“ (im eindimensionalen Raum gibt es aber keinen Abstand, weil 
es keine rechten Winkel gibt); gar im Lehrplan RLP[4] ist zu finden „Betrag als Abstand vom Nullpunkt“. Und häufig wird 
die Vorstellung provoziert, Zahlen seien Punkte (damit wären sie alle gleich groß) auf der Zahlengeraden; die Zahlen ge-
ben aber an, dass hier der bei Null beginnende Zahlpfeil endet; und die Punkte 
stellen Positionen in einem eindimensionalen Koordinatensystem dar; das ent-

                                           
1  Zu diesen „Baustellen“ gehört auch oder gar noch mehr die Bruchrechnung. Hierzu empfehle ich die Lektüre meines einschlägigen Beitrages auf meiner Homepage 

http://kavaube.de/mathematik/lehren/bruchrechnung  
2  „Schulden-Guthaben-Modell“ siehe weiter unten 
3  http://cursa.ihmc.us/rid=1157282742027_1927921029_5267/subtraktion%20von%20zahlen.pdf, 19.02.2010; diese Pfeildarstellung ist wohl jene für 5 +  −4 = 1, aber nicht für 

5 −  +4 = 1 
4  Rahmenlehrplan Mathematik. Klassenstufen 5 – 9/10. Ministerium für Bildung, Wissenschaft, Jugend und Kultur Rheinland-Pfalz. Stand Mai 2007 

Anfangsposition
 Veränderung   
           Endposition  

Operatormodell 

http://kavaube.de/mathematik/lehren/bruchrechnung
http://cursa.ihmc.us/rid=1157282742027_1927921029_5267/subtraktion%20von%20zahlen.pdf
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spricht dann auch dem Operatormodell. Wiederum im RLP-Lehrplan steht zu lesen „Rationalen Zahlen Punkte auf der 
Zahlengeraden zuordnen und umgekehrt“, was falsch verstanden werden kann. 

6. Was früher konsequent gegeben war, nämlich in Lehrwerken klar zu unterscheiden zwischen Definitionen und Sätzen, ist 
heute vielfach nicht mehr oder nur unscharf erfüllt. Undifferenzierte Konglomerate von 

Aussagen reihen sich aneinander; unter diesen Umständen ist es schwer, auf der 
Grundlage gegebener Prämissen schlussfolgerndes Denken zu vollziehen. Lernende 
müssen unterscheiden können, was die „Vokabeln“ (Definitionen) sind, die schlicht und 
einfach gelernt werden  müssen, und was logische Schlussfolgerungen (Sätze), die es 
zu verstehen gilt. 
Im konkreten Zusammenhang beispielsweise: Legen wir per definitionem fest, dass das 
Produkt zweier negativer Zahlen positiv sein soll[5], oder ergibt sich (irgendwo her, 
schlussfolgernd aus vorherigen Festlegungen oder bewiesenen Aussagen), dass es po-
sitiv ist? 

LLeehhrrppllaannvvoorrggaabbeenn  uunndd  kkrriittiisscchhee  AAnnmmeerrkkuunnggeenn  ddaazzuu  

Im Folgenden orientiere ich mich an den Lehrplanvorgaben des Landes Rheinland-Pfalz; 
dieser Lehrplan ist zeitgemäß und berücksichtigt eine Vielzahl aktueller Entwicklungen 
(z. B. Kompetenzorientierung). So ist die Behandlung der negativen Zahlen und des Zahl-
bereichs Z nicht mehr wie früher der Klassenstufe 7 zugeordnet, sondern zumindest in 
Teilelementen bereits in der Orientierungsstufe platziert. 
Der Lehrplan führt unter der Leitidee „Zahl und Zahlbereiche“ und dem Thema „Ganze 
Zahlen“ (mit einem Zeitansatz von 16 Stunden) aus:  
„Die Schülerinnen und Schüler haben Alltagserfahrungen mit negativen Zahlen. Sie stellen die neuen 
Zahlen an der Zahlengeraden dar, erfahren eine Erweiterung des Zahlbereichs, lernen mit anschauli-
chen Modellen zu arbeiten (Thermometer, Konto, geografische Höhen usw.) und können Addition und 
Subtraktion in Sachzusammenhängen ausführen. Dabei ist es auf dieser Entwicklungsstufe angemes-
sen, sich beim zweiten Operanden von Rechenoperationen auf positive Zahlen zu beschränken.“ 

… und des Weiteren wird vorgegeben: 
 Unter dem strukturellen Aspekt der Zahlbereichserweiterung erfolgt die Betrachtung der ganzen Zahlen erst ab Klassenstufe 7. 
 Erst ab der Klassenstufe 7 werden die Multiplikation und Division systematisch eingeführt und das Rechnen auf höherem Abstraktionsni-

veau vertieft. 
 Für Sachsituationen werden nur folgende Aufgabentypen benötigt:  ±𝑎 + 𝑏, ±𝑎 −

𝑏, ±𝑎 ∙ 𝑏, ±𝑎: 𝑏 (𝑎, 𝑏 > 0) 
 Negative Zahlen im Alltag (z. B. Temperaturen unter 0° C, Schulden, Ortshöhen 

unter NN usw.) 
Unterscheidung von Zustand (Vorzeichen) und Zustandsänderung (Rechenzei-
chen) 

Gewiss haben sich die Lehrplanautoren viele Gedanken gemacht, wie das 
Gesamtpaket „Ganze Zahlen“ sinnvoll separiert werden kann, ohne dass die 
Ganzheitlichkeit Schaden leidet. 
Sie sparen auf für später die systematische (also in 5/6 zunächst unsystema-
tische, fragmentarische, propädeutische?) Betrachtung unter dem Aspekt 
der Zahlbereichserweiterung, gleichzeitig wird aber die Mengenbeziehung 
N⊂Z angeführt, was in gewisser Weise einen Widerspruch beinhaltet. 

Des Weiteren sollen Multiplikation und Division erst später systematisch 
eingeführt und das Rechnen auf höherem Abstraktionsniveau vertieft wer-
den. Tatsächlich werden dort, neben dem Zahlbereich R, die bisher weitest-
gehend „ausgesparte“ Subtraktion negativer Zahlen sowie das Multiplizieren 
und Dividieren in Auftrag gegeben. 

Zur Interpretation der Subtraktion negativer Zahlen sind als Modelle das 
„Wegnehmen von Schulden“[6] und „ein U-Boot verliert an Tiefe“[7] expressis 
verbis benannt. 
Bei der Multiplikation wiederum ist angemerkt, die Definition von „minus mal 

minus“ solle über das Permanenzprinzip einsichtig gemacht werden; Modelle 
für Multiplikation und Division sind jedoch nicht benannt. Wenigstens ist hier 
richtig gesagt, dass es sich um eine Definition handelt (deren Sinnhaftigkeit 
mit Permanenzreihen erhellt wird). Die Frage ist, ob das im Unterricht dann 
tatsächlich auch verifiziert wird bis hin in die richtige Sprache, denn die 
gängige Floskel „minus mal minus ist plus“ ist an und für sich die Sprache 
eines Satzes, als Definition formuliert müsste sie eher lauten „[wir legen fest:] minus mal minus sei plus“. Überhaupt sind 
diese Kurzformeln höchst gefährlich; „– (–“ wird, sprachlich fast identisch, oft lässig formuliert mit „minus und minus ist 
plus“ (das wiederum ist keine Definition), und recht schnell feiern Interferenzen und Unter- oder Übergeneralisierungen bei 
den Lernenden fröhlich Urstände. 

                                           
5 … und untersuchen im Folgenden, ob diese Definition sinnvoll ist und widerspruchsfrei (z. B. zu gültigen Regeln im Zahlbereich N, wenn die positiven ganzen Zahlen den natürlichen 

gleichgesetzt werden sollen [Zahlbereichserweiterung]) 
6  Das Schulden-Guthaben-Modell sollte neben anderen (wie z. B. Ortshöhen [unter NN] und Temperaturen [unter 0°C]) bereits aus der Orientierungsstufe geläufig sein. 
7  Dieses U -Boot -Modell erscheint mir hºchst fragw¿rdig; dass Ăan Tiefe verlierenñ dasselbe ist wie Ăan Hºhe gewinnenñ ist in diesem Kontext zwar sehr gut ei n-
sichtig, aber die ĂNullñ, das m¿sste wohl die Wasseroberflªche sein, und schwupps haben wir fliegende U-Boote  (in James -Bond -Filmen mag es sie geben) . 

Zahlbereichserweiterung kann zweierlei 
bedeuten: 

1. zu den vorhandenen Zahlen (N0) werden neue 

hinzugenommen, eben die negativen ganzen 
Zahlen (Z–), die „alten“ Zahlen erhalten ledig-
lich ein neues „Outfit“, nämlich ein (eigentlich 
entbehrliches) Vorzeichen „+“[*]. Alle Rechen-
regeln und -gesetze gelten damit natürlich 
weiter in Z+, dies bedarf keiner Überprüfung. 
Es sind lediglich die Verkettungen negativer 
Zahlen sowie negativer und positiver Zahlen zu 
definieren und zu verifizieren, dass die Re-
chengesetze auch für die Operationen in Z– 

gelten. 

2. es werden neue Zahlen (Z) definiert und ihre 
Verkettungen. Und es werden „Rechengesetze“ 
gefunden, die für diese Verkettungen in diesem 
Zahlenbereich gelten. Sodann erfolgt die „Ein-
bettung“ von N in Z, bestehend in der nach-
gewiesenen Feststellung, dass bis auf die 
Schreibkonvention die natürlichen und die 
positiven ganzen Zahlen und damit die Zahlbe-
reiche Z0

+
 und N0 identisch sind. 

[*]  was es für Lernende der Orientierungsstufe plausibel 

macht, weswegen das Vorzeichen „+“ weggelassen wer-
den kann, sofern es keine Irritationen gibt 

Screenshots aus dem Lehrplan 
(Rubrik „Hinweise und Vernetzung“) 
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Die oben zitierte Vorgabe zu den „für Sachsituationen benötigten Aufgabentypen“ [±a + b, ±a − b, ±a ∙ b, ±a: b (a, b > 0)] 
bereitet mir aber bei Weitem noch mehr Probleme: nun haben wir gerade den Sexus erfunden (positive und negative ganze 
Zahlen), und dann werden sie mit „Neutren“ gepaart, in der Regel wohl, bevor über „Einbettung“ gesprochen wurde. Der 
Grund liegt gewiss darin, dass die der Lebenswirklichkeit entlehnten Modelle (Temperaturen, Ortshöhen, U-Boot, Wasser-

stände, …) es vielfach nicht leisten, die Addition und die Subtraktion sowohl positiver, aber auch negativer Zahlen abzubil-
den. Richtiger und für das Lernen der Schülerinnen und Schüler wäre es gewiss sinnvoller und konsequent, statt Neutren 
eben die positiven Zahlen zu nehmen [±a +  +b , ±a −  +b , ±a ∙  +b , ±a: (+b) (a, b > 0)] und die negativen bewusst aus-

zusparen.  
Dabei gibt es gar Modelle, die das durchaus leisten, z. B. das Schulden-Guthaben-Modell, ein übrigens überaus schüler-
nahes. Warum und wie soll ich Lernenden nachvollziehbar plausibel machen, dass wir zu/von vorhandenen Schulden und 
vorhandenem Guthaben nur Guthaben addieren und Guthaben subtrahieren, aber nicht Schulden addieren oder subtrahie-
ren? 
Im Folgenden möchte ich, auch zu der schon angemerkten modelleigenen Sprache, eine Übersicht geben; der Leser möge 
sie für weitere gebräuchliche und modellierende Sachzusammenhänge ergänzen; er wird sehen, es ist schwieriger als man 
denkt – wenn nicht gar unmöglich. 

Modell 
Operation 

Schulden und Guthaben U-Boot Zahlenpfeil 

eine positive Zahl 
addieren 

Guthaben vergrößern an Höhe gewinnen 
 

Positivpfeil addieren 

eine positive Zahl 
subtrahieren 

Guthaben wegnehmen an Höhe verlieren 
 

Positivpfeil subtrahieren 

eine negative Zahl 
addieren 

Schulden vergrößern an Tiefe gewinnen 
 

Negativpfeil addieren 

eine negative Zahl 
subtrahieren 

Schulden nachlassen an Tiefe verlieren 
 

Negativpfeil subtrahieren 

Bemerkungen  
aber: fliegende U-Boote 
gibt es nicht 

sprachlich ist dies recht schwierig in eine Kurzform zu bringen 

… der Leser möge selbst versuchen: 
Modell 

Operation 
Höhe über/unter NN Temperaturskala Druck  

eine positive Zahl 
addieren 

    

eine positive Zahl 
subtrahieren 

    

eine negative Zahl 
addieren 

    

eine negative Zahl 
subtrahieren 

    

Bemerkungen Man braucht zwei „Klassen“ von Objekten (z. B. Höhen/Tiefen) und zwei gegenläufige Operationen (z. B. gewinnen/verlieren) 

KKoonnzzeeppttee  

DDaass  ZZaahhll((eenn))ppffeeiillmmooddeellll  

Ich gehe davon aus, dass für die Addition und die Subtraktion sowie die Anordnung und den Größenvergleich in N Darstel-

lungen am Zahlenstrahl erfolgten, den Schülerinnen und Schüler diese mithin bekannt und mehr oder minder „geläufig“ 

sind. 
Im „Zahlenpfeilmodell“ wurden die Rechenoperationen wie nachstehend vollzogen und visualisiert: 

 
 

 

Neben den vielen anderen Modellierungen der 
Addition und Subtraktion in N ist das Zahlen-
pfeilmodell nicht unbedingt das anschaulichste, 
es ist auch die Frage, ob es Schülerinnen und 
Schülern hilft, ihre Kompetenzen zu steigern, 
indem sie Pfeildarstellungen realiter oder bildhaft 
im Kopf nutzen, um einschlägige Probleme zu 
lösen. Zweifel sind angebracht, zumal die Dar-
stellung recht aufwändig ist, soll sie an der Tafel 
stehen oder gar im Heft. 

Die Anordnung der Zahlenpfeile ergibt sich bei 
der Addition aus der simplen Logik des „Anein-
anderfügens“, bei der Subtraktion aus der Um-
kehrung der Addition. 
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Der Einsatz dieses Modells ist angebracht, wenn es nicht ein singuläres, nur zweckorientiertes Dasein fristet, sondern im 
folgenden Unterricht immer wieder verwendet wird, bei Erweiterungen des Zahlbereichs, bei der Erarbeitung von Rechenre-
geln usf. 
Das Problem des immensen Aufwandes lässt sich heuer sehr viel besser lösen durch Nutzung einschlägiger Technologien. 
In diesem Zusammenhang möchte ich auf Internetseiten

[8]
 verweisen, auf denen das Zahlenpfeilmodell für alle Rechenope-

rationen dargestellt ist und reichhaltig Aufgabenmaterial zu Verfügung steht, realisiert mittels dynamischer Geometriesoft-
ware (GeoGebra). Allerdings ist die Herstellung via GeoGebra wohl zu schwierig, als dass Schülerinnen und Schüler dies 
selbst leisten könnten; hier kommt wohl nur eine „passive“ Nutzung fertigen Aufgabenmaterials in Frage. 
Jedoch ist die Zeichnenfunktion einer normalen Textverarbeitung

[9]
 (die Zeichnungen in diesem Text sind damit erstellt 

[Screenshots]) auch für Schülerinnen und Schüler sehr gut geeignet, um Pfeildarstellungen an der Zahlengeraden zügig 
anzufertigen und vorhandene Grundmuster mit geringem Aufwand für neue Aufgaben zu modifizieren. 
Über die Subtraktion mit Subtrahend größer als Minuend ist die Erweiterung des Zahlenstrahls zur Zahlengeraden leicht zu 
vollziehen, die Definition der negativen Zahlen, von Betrag und Vorzeichen, deren Anordnung, Größenvergleiche usf. bis hin 
zu Addition und Subtraktion und einschlägiger Rechenregeln sind im Grunde kein Problem. 
 

 

 

 

 

Nutzt man das Zahlenpfeilmodell, dann macht es nach meinem Dafürhalten keinen Sinn, der Lehrplanvorgabe zu folgen und 
die Addition und Subtraktion negativer Zahlen auszusparen („weil in Sachsituationen nicht benötigt“), denn es lässt sich 

recht einfach verifizieren, dass die Subtraktion einer negativen Zahl zum selben Ergebnis führt wie die Addition der be-
tragsgleichen positiven Zahl (der additiven Gegenzahl). 
Dies gilt übrigens auch in anderen Modellen, etwa dem 
Schulden-Guthaben-Modell (Schulden wegnehmen ist 
dasselbe wie denselben Guthabenbetrag hinzufügen) 
oder auch dem „U-Boot-Modell“ (an Tiefe verlieren ist 
dasselbe wie an gleich viel Höhe gewinnen). 

Es sei nochmals erwähnt, dass sich an der Zahlenge-
raden eine Vielzahl von Definitionen und Aussagen 

                                           
8  Dr. Andreas Meier. http://www.realmath.de/Mathematik/newmath.htm / z. B. http://www.realmath.de/Neues/Klasse6/ganzezahlen/zahlenpfeilmodell_add.html oder 

http://www.realmath.de/Neues/Klasse6/ganzezahlen/ggbaddganzzahl.html usf. 
9  z. B. Microsoft Word, Rastereinstellungen festlegen und Ausrichtung am Gitter aktivieren; die Funktion „Ausrichtung von Objekten“ und „Gruppierung“ nutzen, Beschriftungen mit 

„WordArt“ oder „Textfeldern“. Diesem Dokument ist eine Anlage beigegeben, in der fertige Elemente wie Zahlenstrahl, Zahlengerade und Koordinatensystem (Raster 0,5 cm) zur Verfü-
gung gestellt werden. 

http://www.realmath.de/Mathematik/newmath.htm%20/
http://www.realmath.de/Neues/Klasse6/ganzezahlen/zahlenpfeilmodell_add.html
http://www.realmath.de/Neues/Klasse6/ganzezahlen/ggbaddganzzahl.html
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verifizieren lassen, als da z. B. sind: 

 Die Länge des Zahlpfeils nennt man „Betrag der Zahl“. 

 Das Vorzeichen einer Zahl bestimmt die Orientierung des Zahlpfeils („+“ס Positivpfeil, „–“ ≙ Negativpfeil
[10]

)! 

 Zahlen mit Pfeilen gleicher Länge, aber entgegengesetzter Richtung nennt man „Gegenzahlen“. 

 Die Summe zweier Gegenzahlen ist immer gleich Null! 

 Die Addition ganzer Zahlen ist kommutativ! 

 Die Subtraktion ganzer Zahlen ist nicht kommutativ! 

 Eine negative Zahl addieren ist das dasselbe wie die betragsgleiche positive Zahl (ihre Gegenzahl) subtrahieren! 

 u. v. a. m. 

Zu bedenken und evtl. zu modifizieren ist, dass die obige Sprache nicht „modellrein“ ist, es werden mathematische Elemen-
te mit modellhaften vermischt. 

Abschließend ist zu sagen, dass das Zahlenpfeilmodell sehr leistungsfähig ist und die mathematische Struktur gut abbildet, 
für das Herleiten von Struktur- und Regelelementen geeignet. Es sind jedoch Zweifel angebracht, ob es Schülerinnen und 
Schülern helfen kann im Umgang mit ganzen Zahlen, indem sie für das mathematische Handeln bildhafte Vorstellungen von 
Zahlenpfeilen aktivieren. 

Angemerkt sei noch, dass es auch ein ebenfalls sehr eingängiges Zahlenpfeilmodell gibt für die Multiplikation und 
on

[11]
, nunmehr im Koordinatensystem und basierend auf der zentrischen Streckung, genauer gesagt auf der Verhältnis-

gleichheit von Strecken und Bildstrecken (Strahlensatz)
[12]

. 

Für die Multiplikation und Division in N sieht das so aus: 

 

Für die Multiplikation werden die beiden Faktoren als Zahlenpfeile jeweils auf der Abszissen- und der Ordinatenachse darge-

stellt, des Weiteren der „Einheitspfeil“ auf der Ordinatenachse. Die Spitze des Einheitspfeils wird mit der Spitze des Abszis-
senpfeils verbunden, die Parallele dazu durch die Spitze des Ordinatenpfeils schneidet die Abszissenachse bei der Spitze des 
Ergebnispfeils. 
Für die Division werden der Dividend und der Divisor auf der Abszissen- und der Ordinatenachse eingezeichnet sowie die 
Strecke (Gerade) von Spitze zu Spitze, sodann eine Parallele durch die Spitze des Einheitspfeils; diese schneidet die Abs-
zissenachse bei der Spitze des Ergebnispfeils. 
Für die Multiplikation und Division in Z ist dann lediglich das Koordinatensystem zu erweitern (Quadranten I – IV): 

Bei der Multiplikation sieht das z. B. dann so aus: 

 

   

                                           
10  Vielfach werden die Begriffe „Rechtspfeil“ und „Linkspfeil“ verwendet; dies ist aber eine sehr starke Reduktion in der Vorstellung der Zahlenanordnung: die waagrechte nach rechts 

orientierte Position eines Vektors bzw. einer Zahlengeraden ist ein Sonderfall, deswegen nur lokal oder temporär gültig (z. B. y-Achse, Pegelstände, Thermometer, …). Die Bezeichnun-
gen „Positivpfeil“ und „Negativpfeil“ sind allgemeingültiger Natur.  

11  Ein Problem bei diesem Modell ist, dass man die eindimensionale Zahlengerade verlässt und damit plötzlich Richtungsaspekte auftauchen (z. B. was ist der Unterschied zwischen →+3 
und ↑+3), wo es doch diese Richtung in einem Zahlbereich gar nicht gibt. 

12  Auch zu diesem Modell finden Sie auf der oben bereits erwähnten Homepage http://www.realmath.de/Mathematik/newmath.htm / reichhaltig Aufgabenmaterial (GeoGebra). 

http://www.realmath.de/Mathematik/newmath.htm%20/
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… und für die Division z. B. so: 

   
 

    [13] 

Im Grunde hat auch dieses Modell dieselben Vorzüge; z. B. ist es aus der Geometrie unmittelbar einsichtig, dass der Ergeb-
nispfeil ein Positivpfeil sein muss, wenn Dividend und Divisor das gleiche Vorzeichen haben, und ein Negativpfeil bei ver-

schiedenen Vorzeichen. Im Grunde ist das bestechend einfach (gegenüber so manch anderen gedanklichen Kraftakten in 
anderen Modellen); dennoch habe ich auch hier Zweifel, ob Schülerinnen und Schüler dieses Modell bildhaft im Kopf vorhal-
ten und bei Bedarf abrufen können. Dennoch, so kann man hoffen, führt die anhaltende Visualisierung der Proportionalität 
bei den Lernenden zu einer solideren Internalisierung der Charakteristika 
Für die technische Realisierung ist wiederum die Zeichnenfunktion der normalen Textverarbeitung hervorragend geeignet. 
Erstellte Zeichnungen können leicht und schnell modifiziert werden, der Aufwand ist gering. 

 

DDaass  SScchhuullddeenn--GGuutthhaabbeenn--MMooddeellll[14]  

Ich bin gewiss, wir hätten erheblich weniger Probleme bei den Schülerinnen und Schülern im Um-
gang mit Zahlen und Rechenoperationen, wären die Mathematiker nicht auf die dumme Idee ge-
kommen, für Rechenzeichen und Vorzeichen dieselben Notationen „+“ und „–“ zu verwenden. Die 
eingangs erwähnte Schilderung meiner Tochter deckt sich diesbezüglich mit meiner Erfahrung. 
Solange Vorzeichen anders codiert werden, tun Lernende sich eher leicht, insbesondere in solch 
vertrauten Kontexten wie „Umgang mit Geld/Taschengeld“. Geld ausgeben, Geld verdienen oder 
geschenkt bekommen, in der Kreide stehen, Schulden nachgelassen bzw. erlassen zu bekommen, 
…, all das sind aus der Sozialisation höchst geläufige Sachverhalte. Es liegt durchaus nahe, zur 
Einführung der ganzen Zahlen eben diese Denkwelt[15], dieses Modell zu nutzen. 

Es bedarf wohl keiner weiteren Erläuterung, dass den Schülerinnen und Schülern der Umgang mit 
Guthaben und Schulden und einschlägigen Operationen damit keine großen Schwierigkeiten berei-
tet. Sie werden ohne Weiteres in der Lage sein, Schulden zu addieren und zu subtrahieren (Letzte-
res evtl. zunächst ohne Übergang zum Haben), Guthaben zu addieren und zu subtrahieren (durch-
aus von Anfang an mit Übergang zum Soll) sowie Schulden und Guthaben gegeneinander aufzu-
rechnen, also zu addieren. 

Bezüglich der medialen Komponente wäre es theoretisch möglich, sich auf eine rein symbolische 
Ebene zu beschränken, indem man neben dem Geldbetrag[16] ein Signet anbringt (tunlichst nicht 
„+“ und „–“) für Guthaben und Schulden (oder « Soll und Haben » oder « Einnahmen und Ausga-
ben »); entsprechend dem Sprachgebrauch „5 € Guthaben“ als „5G“ oder auch „Guthaben: 5 €“ als 
„G5“, also z. B. 

𝑮𝟓 + 𝑮𝟏𝟐 = 𝑮𝟏𝟕  I 
𝐺17 − 𝐺12 = 𝐺5 

𝑺𝟏𝟐 + 𝑺𝟖 = 𝑺𝟐𝟎  I 
𝑆20 − 𝑆8 = 𝑆12 

𝐺17 − 𝐺5 = 𝐺12 𝑆20 − 𝑆12 = 𝑆8 
Anmerkung: Hier wenden die Schülerinnen und Schüler ihr vorhandenes Vorwissen an: Zu jeder Addition gibt es invers zwei Subtraktionen 

Operationen innerhalb einer Kategorie („Schulden“ bzw. „Guthaben“) werden den Schülerinnen und Schülern wohl keinerlei 
Probleme bereiten. Aber auch Mischformen werden die Lernenden aus dem Kontext heraus mühelos zu lösen in der Lage 
sein. Dies bis hin zu der Erkenntnis, dass Schulden subtrahieren (erlassen) bezüglich der jeweiligen Saldi[17] dasselbe ist wie 
betragsgleiches Guthaben addieren und Schulden addieren dasselbe wie betragsgleiches Guthaben subtrahieren. 

𝐺17 − 𝐺17 = 0 𝐺17 − 𝐺28 = 𝑆11 𝑆17 + 𝐺20 = 𝐺3 𝐺17 + 𝑆11 = 𝐺8 

𝑆20 − 𝑆20 = 0 𝑆20 + 𝐺20 = 0 𝑆17 − 𝑆20 = 𝐺3 𝐺17 − 𝐺11 = 𝐺8 

                                           
13 Abbildungen sämtlich erstellt mit MS Word und Screenshots dieser Zeichnungen 
14  … denkbar wäre auch Soll-Haben-Modell 
15  Empfehlenswert ist, sich mit der begrifflichen Dimension dieser Sachebene vertraut zu machen. Gutschrift, Lastschrift, Überweisung, Haben, Soll, Saldo (Bestand), Ausgaben, Einnah-

men, Schulden, Guthaben, Kredit, Nachlass, Abbuchung, Vermögen, …, sind nur ein bescheidener Ausschnitt der einschlägigen Sprache dieses Kontextes. Zugleich bietet sich damit die 
Möglichkeit, einen Beitrag zur „Allgemeinbildung“ der Schülerinnen und Schüler zu leisten. 

16  … ein sehr gutes Bild, um den Begriff „Betrag“ auf eine tragfähige Grundlage zu stellen. Der Betrag selbst sagt noch nichts aus darüber, ob er gutgeschrieben oder abgebucht wird. 
17  … dies bedarf der Erwähnung, da sich die detaillierten Soll-Haben-Auflistungen durchaus unterscheiden, nur die jeweilige Summe (Saldo) identisch ist. 
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… etc. 

Auch die Kommutativität der Addition und die Nichtkommutativität der Subtraktion lassen sich aus dem Modellkontext und 
mit geeigneten (Gegen-)Beispielen leicht erschließen. Des Weiteren liegen Rechenvorteile auf der Hand, indem man Opera-
tionen je nach Gusto wandelt (𝑥 − 𝐺20 = 𝑥 + 𝑆20, 𝑥 + 𝐺20 = 𝑥 − 𝑆20 usf.). 

Je nach Leistungsfähigkeit der Lerngruppen (bzw. Teilen der Lerngruppe) könnte die rein symbolische Ebene durch konkre-
tes Handeln mit „Spielgeld“[18] unterstützt werden. Für leistungsschwächere Schülerinnen und Schüler wäre es gar hilfreich, 
zwei Sorten von Geldscheinen zu haben („Schuldscheine“ und „Habenscheine“ – oder wie auch immer man sie nennen mö-
ge). 
Denkbar wäre auch, additiv in Anlehnung an die Zahlengerade wie nebenstehend abgebildet eine ihr ähnliche Visualisierung 
zu nutzen, die in einer lotrechten Anordnung den „Geldstapel“ symbolisiert. 
Sobald die Schülerinnen und Schüler genügend Sicherheit gewonnen haben im Operieren mit Schulden und Guthaben, muss 
der Transfer erfolgen in die Schreibung mit Vorzeichen, dies aber behutsam und je nach Bedarf eine angemessene Zeit 
parallel. Weiterhin muss die Sprache entsprechend umgestaltet werden. Es empfiehlt sich, die Klammerung der ganzen 
Zahlen zunächst beizubehalten. 

Symbolisch: 

𝐺17 − 𝐺17 = 0 𝐺17 − 𝐺28 = 𝑆11 𝑆17 + 𝐺20 = 𝐺3 𝐺17 + 𝑆11 = 𝐺8 
 +17 − (+17) = 0  +17 −  +28 = (−11)  −17 +  +20 = (+3)  +17 +  −11 = (+8) 

𝑆20 − 𝑆20 = 0 𝑆20 + 𝐺20 = 0 𝑆17 − 𝑆20 = 𝐺3 𝐺17 − 𝐺11 = 𝐺8 
 −20 − (−20) = 0  −20 + (+20) = 0  −17 −  −20 = (+3)  +17 −  +11 = (+8) 

Sprachlich z. B.: 

Zu einem Guthaben gleich viel Schulden addieren ergibt Null. Die Summe aus Zahl und Gegenzahl ist gleich Null. 

Schulden subtrahieren (erlassen) ist das dasselbe wie gleich viel[19] 
Guthaben addieren (hinzufügen). 

Eine negative Zahl subtrahieren ist dasselbe wie die betragsglei-
che[20] positive Zahl addieren. 

usf.  

DDiiee  WWaannddlluunngg  vvoonn  OOppeerraattiioonneenn  

Ein immens wichtiger Sachverhalt im Zusammenhang mit „Wandlung der Operationen“ bedarf noch der näheren Betrach-
tung. 
Der RLP-Lehrplan merkt dazu an: 
Keine abstrakten Regelformulierungen (vierfache Fallunterscheidung), sondern Rückführung auf die Grundanschauung (Addition bzw. Sub-
traktion positiver rationaler Zahlen) – „Kurzschreibweise“ 

Hier geht es um die Kurzformel „Das Vorzeichen ,+ʼ darf weggelassen werden“, also letztendlich die Identifikation der natür-

lichen Zahlen mit den positiven ganzen Zahlen. Terme wie „– 𝑎 −  −𝑏 −  +𝑐 + (−𝑑)“ sollen gewandelt werden in „– 𝑎 +

 +𝑏 −  +𝑐 − (+𝑑)“ und sodann ohne Vorzeichen als „– 𝑎 + 𝑏 − 𝑐 − 𝑑“ geschrieben und berechnet werden, indem man 

natürliche Zahlen addiert und subtrahiert. Tatsächlich wird man in der angewandten Mathematik aber eher so verfahren, 
dass man die negativen Bestandteile eines Terms addiert und die positiven und schlussendlich die beiden Summanden „ver-
rechnet“. Dies ist eindeutig schneller und sicherer und weniger fehleranfällig. Auch bei der Multiplikation von Termen (Distri-
butivgesetz, Binome, …) fährt man wesentlich besser, wenn die vorstehenden Zeichen als Vorzeichen gelesen werden; etwa 

in  𝑎 − 𝑏 ∙ (−𝑐) multipliziert man +𝑎 mit – 𝑐 und −𝑏 mit – 𝑐, also „schreibt“ den Ausgangsterm in der Form [ +𝑎) + (−𝑏 ] ∙
(−𝑐); auch die Sprache ist entsprechend gestaltet „eine Summe wird multipliziert, indem man …“. Eine Regel für die Multi-

plikation von Differenzen steht in keinem Regelheft. Dieser Transfer in Additionen hat ja gerade den Vorteil, dass man im 
Grunde die Subtraktion nicht benötigt, zumindest keine zahlreichen Rechenregeln. 

Deswegen transferiert man den obigen Term – 𝑎 −  −𝑏 −  +𝑐 + (−𝑑) in die „Lesart“ (– 𝑎) +  +𝑏 +  −𝑐 + (−𝑑), wandelt 

ihn also in eine Addition, wobei dann das Rechenzeichen ,+ʼ weggelassen werden kann, also  –𝑎 +  +𝑏 +  −𝑐 +  −𝑑 =

−𝑎 + 𝑏 − 𝑐 − 𝑑. Ich bin gewiss, dass bei den Schülerinnen und Schülern die Fehlerquote bei der Berechnung von Termen 

auf einen Bruchteil sänke, praktizierte man diese Technik. Und man könnte dann gar manchen Ballast und aus der Tradition 
der Mathematik resultierende Relikte loswerden, z. B. die zweite binomische Formel, welche dann in der ersten aufgeht: 
(𝑎 − 𝑏)2 = (𝑎 +  −𝑏 )2 = … 

Auch in den einschlägigen Modellen ist es naheliegend, Terme in Summen zu verwandeln. Z. B. im Schulden-Guthaben-
Modell 

𝐺7 − 𝑆12 − 𝐺15 + 𝑆9 − 𝐺3 = 𝐺7 + 𝐺12 + 𝑆15 + 𝑆9 + 𝑆3 = 𝐺19 + 𝑆27 = 𝑆8 

oder im Zahlenpfeilmodell, wo dann nur noch „Anfang(2) an Spitze(1)“ mit dem Ergebnispfeil „Anfang(1) bis Spitze(2)“ gesetzt 
werden muss. Diese „Nur-Additions-Strategie“ kann durchaus als Rechenvorteil ins Bewusstsein gehoben werden. 

MMuullttiipplliikkaattiioonn  uunndd  DDiivviissiioonn  ggaannzzeerr  ZZaahhlleenn  

Es bedarf wohl keiner Erwähnung, dass das Schulden-Guthaben-Konzept natürlich nicht für die Multiplikation herhalten 
kann, dazu braucht es ein anderes Modell. Erinnert sei hier an die bisherigen Modellierungen des Produktes, als fortgesetzte 
Addition gleicher Summanden (Multiplikand, der Multiplikator ist der die Summanden zählende Faktor) und als Flächeninhalt 
von Rechtecken. Für die Multiplikation ganzer Zahlen ist das Letztere unbrauchbar (denn negative Seitenlängen gibt es 
nicht), mit dem Ersteren wäre womöglich etwas anzufangen, nämlich 

 

                                           
18  z. B. Monopoly-Spielgeld oder auch käuflich zu erwerbendes Euro-Spielgeld (siehe www.euroschein.de)  
19  Kurzformeln, die „gleich viel“ bzw. „betragsgleich“ auslassen, sind kontraproduktiv! 
20  siehe [16] 

http://www.euroschein.de/
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 −5 ∙  +4 =  −5 ∙ 4 =  −5 +  −5 +  −5 +  −5 = −20 

  
 4 Summanden 

Wegen der zu fordernden Kommutativität der Multiplikation ist dann auch zwingend, dass 
 +4 ∙  −5 = −20. 

Der Lehrplan RLP legt Multiplikation und Division in Klassenstufe 7 und regt dazu an, man solle 
die Definition von „Minus mal Minus“[21] über das Permanenzprinzip[22] einsichtig machen. 
Aus der Entsprechung respektive Einbettung von N0 in Z folgt, dass alle Verknüpfungen und Re-
chenregeln im Bereich der natürlichen Zahlen auch für Z0

+
 gelten müssen. Damit sind z. B. alle 

Aufgaben, insbesondere Multiplikationen (und Divisionen), innerhalb dieses Zahlbereichs lösbar: 

 +25 ∙  +12 = 25 ∙ 12 = 300 = +300 

Gewiss könnte man jetzt, um Multiplikationen zu definieren, bei denen mindestens ein Faktor 
negativ ist, Permanenzreihen (wie in nebenstehendem Bild) aufstellen. Es geht ja nicht darum, 
Sachverhalte zu begründen/beweisen (was mit wenigen Beispielen wohl nicht geht), sondern 
Anhaltspunkte zu eruieren für eine sinnvolle widerspruchsfreie Festlegung, nämlich das Produkt 
zweier ganzer Zahl mit gleichen Vorzeichen als positiv und jenes zweier ganzer Zahl mit ver-
schiedenen Vorzeichen als negativ festzulegen, den Betrag einheitlich als Produkt der Beträge 
der Faktoren. 

Ich plädiere dafür, stattdessen das Operator-Modell zu verwenden, ausgehend von jenem in N 

5
 ∙4 
  20 

[Umkehroperator: 20
 ∶4  
  5 ] 

muss vereinbart werden, wie Operatoren ∙  +4  und ∙  −4  funktionieren, auf ganze Zahlen wirken sollen. Ausgehend von 
der Einbettung muss 

 +5 
 ∙ +4  
    (+20) 

 [Umkehroperator:  +20 
 ∶ +4  
    (+5)] 

sein, der Operator ∙  +4  den Betrag also ver-4-fachen und das Vorzeichen belassen; sinnigerweise soll der Operator ∙  −4  
dann den Betrag ver-4-fachen, jedoch das Vorzeichen umkehren. Diese Operatorvorstellung hat einen hohen Behaltens-
wert, sie ist einfach, und es lassen sich sehr leicht „Regeln“ begründend ableiten, z. B. die Kommutativität der Multiplikation, 
z. B. dass das Produkt zweier ganzer Zahlen mit gleichen Vorzeichen stets positiv, mit verschiedenen Vorzeichen stets 
negativ ist, usf. 

 
Ich hoffe, mit den vorstehenden Ausführungen eine Vielzahl von Anregungen gegeben zu haben, die helfen können, das für 
Schülerinnen und Schüler offensichtlich „schwierige“ Thema besser und ertragreicher anzugehen und anhaltend solide Kom-
petenzen zu generieren. 
Möglichkeiten gibt es viele; Quantitäten jedoch helfen nicht weiter, wenn ob dessen Qualitäten auf der Strecke bleiben. Die 
Schulmathematik der letzten Jahre ist gekennzeichnet durch das intensive und im Ansatz durchaus richtige Bemühen, Ma-
thematik in dienender Funktion ins wirkliche Leben zu heben; die Schülerinnen und Schüler sollen lernen, die im Alltag viel-
fach präsente Mathematik zu entdecken, pragmatisch und praxisorientiert Sachverhalte der Umwelt zu mathematisieren und 
Erkenntnisse rückzuübersetzen in das wirkliche Leben. Dieser Ansatz ist übrigens noch nicht mal ein neuer, viele herausra-
gende Pädagogen haben sich in der Vergangenheit hierfür stark gemacht. 
Aber die Mathematik und die Bildsamkeit ihrer inneren Logik dürfen dabei nicht auf der Strecke bleiben und im Nebel von 
Handlungsorientierung und methodischer Vielfalt verschwinden. Mir kommt da ein früherer Kollege in den Sinn – er war 
nicht vom Fach –, der derartige Zeitströmungen ironisch zu persiflieren pflegte mit „wir schreiben das Wort ,Kartoffelʼ an die 
Tafel und diskutieren darüber“; zum Glück betrifft uns das nicht, denn ,Kartoffelʼ kommt in der Mathematik ja nicht vor! 
Unsere Gesellschaft bedient sich in vielen Lebensbereichen zunehmend der Fertigprodukte, und Kompetenzen in der selbst-
ständigen „Herstellung“ schwinden zusehends. Mathematik nicht als „Fertigprodukt“ zu erfahren, sondern in genetischer 
Weise zu erschließen, ist ein uralter und zugleich hochmoderner und zeitgemäßer Ansatz, und er könnte, konsequent reali-
siert, viele Probleme der heutigen Schulwirklichkeit lösen helfen. Aber er ist schwer, sehr schwer zu realisieren; denn er 

erfordert, sich in die Niederungen des (mathematischen) Denkens der jeweiligen Adressaten zu begeben und „die Schülerin-
nen und Schüler dort abzuholen, wo sie sind“; ein vielzitiertes und oft bemühtes „Bonmot“, aber leider auch allzu oft unver-
standenes. 
Sie werden bei der Lektüre vielleicht fragen „Was hat das denn mit negativen Zahlen zu tun?“  – sehr viel! 

 
â 2009, Kurt Vogelsberger 

                                           
21 Warum nur von „minus mal minus“? „Minus mal plus“ und „plus mal minus“ muss ebenso betrachtet werden. 
22 Ich hoffe, dass dies in der tatsächlichen Wortbedeutung gemeint ist (Permanenzprinzip ist ein Begriff aus der Didaktik der Zahlbereichserweiterungen. Es besagt, dass beim Aufbau 

einer komplexen mathematischen Theorie die mathematischen Strukturen der zugrundeliegenden Theorie soweit wie möglich erhalten bleiben sollen. 
Aus http://de.wikipedia.org/wiki/Permanenzprinzip. 23.02.2010) und nicht nur eine Verkürzung auf „Permanenzreihen“ wie oben rechts dargestellt. 

Permanenzreihen: 
 +5 ∙  +3  = +15 
 +5 ∙  +2  = +10 
 +5 ∙  +1  = +5 
 +5 ∙ 0 = +0 
 +5 ∙  −1  = −5 
 +5 ∙  −2  = −10 

 
 +4 ∙  −2  = −8 
 +3 ∙  −2  = −6 
 +2 ∙  −2  = −4 
 +1 ∙  −2  = −2 
0 ∙  −2  = 0 
 −1 ∙  −2  = +2 
 −2 ∙  −2  = +4 

http://de.wikipedia.org/wiki/Mathematikdidaktik
http://de.wikipedia.org/wiki/Zahlbereichserweiterung
http://de.wikipedia.org/wiki/Hierarchie_mathematischer_Strukturen
http://de.wikipedia.org/wiki/Permanenzprinzip.%2023.02.2010

